課本例題的分析及其應用
廣州華南師大附中 羅碎海 （510630）
題目：已知a, b, m∈R+，並且a<b. 求證：
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（高中《代數》下冊p12.例7）
本題初看平淡無奇，仔細分析，就會發現它內涵豐富，應用廣泛、令人回味無窮。如果從濃度的角度分析，可形象地說成：溶液中加溶質，濃度變大。可稱爲“濃度不等式”。或具體說成是：“糖水中加糖會更甜”。
1.滲透數學方法
   證明：因爲a, b, m∈R+。爲了證明
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，只需證明(a+m)b>a(b+m), 即證bm>am。而m>0，因此只需證明b>a。因爲b>a成立（題設），所以
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 成立。
觀察論證的過程，不難發現在論證的過程中暗授了一種探求思路的途徑，即執果索因的“分析法”。學習數學方法比學習知識更重要，知識使人受益一時，而方法使人受益終生。
2. 隱含幾何背景
在直角坐標系中，
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表示經過A(b,a)和B((m,(m)兩點所成直線的斜率，設其（直線AB）傾斜角爲
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，表示經過A(b,a)與原點O(0,0)的直線的斜率，設（直線AO）傾斜角爲
[image: image7.wmf]b

。
由b>a，知A、B、O三點不共線，且A點在直線BO的下方，由平面知識知
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，故
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3．揭示函數性質
函數f(x)= EQ \F(a+x,b+x) (a<b,x>0),可化爲f(x)=1+ EQ \F(a(b,x+b) .
∵a(b<0,∴函數f(x)=1+ EQ \F(a(b,x+b) 在區間（0，+(）上是增函數，即函數f(x)= EQ \F(a+x,b+x) (a<b,x>0)是增函數。
∴0<m ( f(0)<f(m) (  EQ \F(a,b) <  EQ \F(a+m,b+m) .
4．加深了橫向聯繫
如果對本題變式分析，就會發現：
（1） 如果a,b,m∈R+，且a>b，則有
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（2） 已知a,b,m1,m2∈R+，且m1<m2。
①若a>b時，則有
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②若a<b時，則有
[image: image12.wmf]2

2

1

1

m

b

m

a

m

b

m

a

+

+

<

+

+

；
5．體現了平衡原理
（1）不妨將結論特殊化逆推：
1 0<a<b時,
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2 a>b>0時,
[image: image15.wmf]1

2

2

1

1

>

>

+

+

>

+

+

>

L

b

a

b

a

b

a

即
[image: image16.wmf]1

,

®

+

+

¥

®

n

b

n

a

n

.
 可歸納爲：“真分數越加越大，趨向1；假分數越加越小，趨向1”。從整體角度看，達到了一種平衡，利用這種平衡原理可以解決許多實際問題。
（2）如果分子、分母加不同數，又可得到新的平衡規律。試分析以下問題：
1 對於 a>b>0，我們知道
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，若要使
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，x應爲多少？（
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②對於 a>b>0，m>0, 我們知道  EQ \F(b,a) < EQ \F(b+m,a+m) , 如果要使  EQ \F(b+m,a+m) = EQ \F(b+n,a+n) 成立，只能n=m。
6．具有廣泛的應用 
例1：試將查理定律：“一定量的氣體，在體積不變的情況下，溫度每升高1℃，所增加的壓強等於它0℃時壓強的
[image: image20.wmf]1
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。”用數學關係式表達並改進。
例2：建築學規定：民用住戶的窗戶面積必須小於地板面積.但按採光標準，窗戶面積與地板面積之比應不小於10%，並且這個比值越大，住宅的採光條件越好，問同時增加相等的窗戶面積和地板面積，住宅的採光條件是變好了，還是變壞了？
例3：（95高考理25題）設{an}是正數組成的等比數列，Sn是其前n項和，
（I）求證：
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（II）是否存在常數c>0使得   EQ \F(lg(Sn(c)+lg(Sn+2(c),2) =lg(Sn+1(c)
成立？並證明你的結論。
例4：（2001年全國高考）已知i,m,n ( N，且1<i≤m<n，
求證：（1）niPmi<miPni；
     （2）（1+m)n>(1+n)m.
課後練習：
1．清朝乾隆年間有一才子叫紀曉嵐，有一次散朝時他向乾隆皇帝及文武大臣出了一幅對聯的上聯：“黑不是，白不是，紅黃更不是，與狐貓狗狼仿佛，既非家禽，又非走獸。”要求對下聯。他說，上聯是一個謎，只有猜出此謎，才知下聯如何對。那麽，此謎是什麽？請對下聯。
2. 小時候，大人給我一個遊戲：“依次排列的10根火柴，使每隔兩根的放在一起，最後成爲5堆（每堆2根），如何操作？”
原問題等價於
已知：① 依次排列的10根火柴： |   |   |   |   |   |   |   |   |   | ，
② 每隔兩個的兩根放在一起。
     結論：成爲5堆，每堆2個，即爲：  | |   | |   | |   | |   | |
3． （1）
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求证：

，且

已知：

。
  （2）
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[image: image24.wmf].
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4．設a>0，b>0，2c>a+b，求證：c( EQ \R(c2(ab) <a<c+ EQ \R(c2(ab) .
5．（本人發現的一個不等式）在銳角ΔABC中，求證：tgAtgBtgC≥ctg
[image: image25.wmf]2

A

ctg
[image: image26.wmf]2

B

ctg
[image: image27.wmf]2

C

。
   請使用類比思想再找到3個以上的新的不等式，並證明。
6. 解析幾何中的抛物線部分習題的第13題是：
“過抛物線焦點的一條直線與它交於兩點P、Q，通過點P和抛物線頂點的直線交准線於點M，求證：直線MQ平行於抛物線的對稱軸。”
（1） 你能找到幾種證明方法？
（2） 你還能得到抛物線的哪些性質？試加以總結歸納。
（3） 能否將此題進行推廣？能否發現圓錐曲線的統一性質，統一證法？（提示：① 請參看2001年高考廣東卷；② 不妨試試從極坐標系分析。）
部分解答與提示：
例1：分析：設0℃時氣體的壓強爲P0，溫度所對應值爲T0，要使
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，可得T0=273，所以當規定0℃氣體的溫度所對應值爲273時，查理定律可表示爲：
[image: image29.wmf]P

T

=常量。
由此我們得到了“氣態方程”，同時也對絕對溫度有更深刻地認識——氣體的本性。
例3：證明：（I）由{an}爲正項等比數列知：a1>0 ，q>0, 0<Sn<Sn+1<Sn+2  。
 所以：
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即：SnSn+2<S2n+1 ，所以： lg(SnSn+2)<lgS2n+1 ，故 
[image: image31.wmf]1

2

lg

2

lg

lg

+

+

<

+

n

n

n

S

S

S

。
對於（II），∵ EQ \F(lg(Sn(c)+lg(Sn+2(c),2) =lg(Sn+1(c) ( Sn(c>0，且 EQ \F(Sn-c,Sn+1-c) = EQ \F(Sn+1-c,Sn+2-c)   

而  EQ \F(Sn+1-c,Sn+2-c) = EQ \F(a1+qSn-c,a1+qSn+1-c) =a1(c,q)  EQ \F(q(Sn+),q(Sn+1+ EQ \F(a1(c,q) )) 
=a1(c,q)  EQ \F(Sn+,Sn+1+ EQ \F(a1(c,q) ) 

要使a1(c,q)  EQ \F(Sn+,Sn+1+ EQ \F(a1(c,q) ) 
= EQ \F(Sn-c,Sn+1-c) ，顯然只有  EQ \F(a1(c,q) = (c, 即c= EQ \F(a1,1(q) 時， EQ \F(Sn-c,Sn+1-c) = EQ \F(Sn+1-c,Sn+2-c) 成立。
又∵c>0,a1>0,∴0<q<1,從而Sn(c=Sn( EQ \F(a1,1(q) = ( EQ \F(a1qn,1(q) <0,與Sn(c>0矛盾，
∴不存在滿足題設要求的c值。
例4．證明：（1）∵1<i≤m<n, ∴n(i+1>m(i+1>0.
根據真分數不等式，有
0<  EQ \F(m(i+1, n(i+1) < EQ \F(m(i+2,n(i+2) <…< EQ \F(m(1,n(1) < EQ \F(m,n) .
由不等式性質
 EQ \F(m(i+1, n(i+1) · EQ \F(m(i+2,n(i+2) ·…·  EQ \F(m(1,n(1) ·  EQ \F(m,n) <( EQ \F(m,n) )i=  EQ \F(mi,ni) .
即  EQ \F(Pmi,Pni) < EQ \F(mi,ni) ,∴niPmi<miPni . 
(2)由二項式定理，有
[image: image32.wmf].
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由（1）知niPmi<miPni(1<i≤m<n) , 即niCmiPii<miCniPii. ∴niCmi<miCni  (1<i≤m<n) 

  ∴
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 EMBED Equation.3 [image: image34.wmf]å
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又m0Cn0=n0Cm0=1, mCn1=nCm1=mn, miCni>0 (m<i≤n)
   ∴
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  即 （1+m)n>(1+n)m.
練習
4．提示：令f(x)=ax2(2cx+b, 原結論 ( c2(ab)  EQ \F(c(,a) 
<1<c2(ab)  EQ \F(c+,a) 
 ( f(1)<0 ( 2c>a+b.
5．證明：∵ tgAtgB=
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又∵ ΔABC爲銳角三角形 ,∴
[image: image37.wmf]。
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∴0<cos(A(B)<1, cosC>0, cos(A(B)>cosC, cos(A(B)(cosC>0.
應用濃度不等式的推論，得 
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同理 
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∴ tgAtgBtgC≥ctg
[image: image44.wmf]2

A

ctg
[image: image45.wmf]2

B

ctg
[image: image46.wmf]2

C

。
在開展研究性學習的今天，我們如何進行教學，是我們每個教師深思的問題。我們的教學不能讓學生産生：“老師只不過比我看書早”的感覺，如果是這樣，老師的價值就沒有了。課本是很權威的，但課本上的知識是如何發現的，從哪兒來的，又能到哪兒去，下一步産生了什麽新問題，等等，才是我們教師發揮能力的地方。
本節課有以下特點與指導思想
1。要開展研究性學習，應先從研究課本問題開始。給學生示範研究課本問題的個人體會與方法。
2。融智力題、課外題、哲學思想以及自己發現的新問題於課堂中，使學生學的有趣味，有新鮮感。
3。自己用此數學題解答了物理、化學中的氣態方程的發現推導，作爲例題，既給學生教會如何用數學研究科學問題，又與學生一起分享自己的成果。（自己最得意的發現之一）
4。我們的教學還要經過高考的檢測，通過對課本問題的深刻分析，最終發現兩道高考題由此編造，當然認清了，解答就顯得很簡單。

由於自己很喜歡鑽研這些問題，從課本中提出了幾百個科學問題，講出來的都是自己的體會，平時的上課也是這樣提出許多學生研究的新問題，所以學生很歡迎自己上課。
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